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導入

観測された 次元の値 が二つの母集団 と のどちらに属するかを判別

する問題を考える．母集団パラメーターである平均ベクトル と分散共分散行列 が未知の場合，こ

れらのパラメーターは母集団からの 個の初期標本 と

によって推定された標本平均ベクトル とプールされた標本分散共分散行列 で代用される．但し，

であるとする．

このような仮定の下で，一般的な判別関数のクラス

を考える．但し， と は で ， を満たすとある定数であるとし， は

標本数 と次元 のどちらかを取るパラメーターであるとする．この統計量より次の判別ルール

，

が導き出される．又，この判別関数 は，定数 と を色々と変えることにより判別関数の一つの

クラスを構成することに注意する．実際， ， と置くと， は

と表され，これは を示している．又，
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と置くと， は

と表され，これは を示している（判別分析と２母集団での判別関数については，

や付録 を参照のこと）．今発表では，次元 と標本数 がともに大きいと仮定したときの

判別関数のクラス についての誤判別確率についての漸近展開を引き出し，その漸近展開式を用い

た応用について考察する．第２節では，誤判別確率の漸近展開式について，これまでの研究結果を振

り返り，高次元大標本における誤判別確率の漸近近似式を導出する．第３節では，第２節で導出した漸

近展開式を用いて，誤判別確率の不偏推定量や判別関数のクラス内で最適な判別関数の導出，そして，

化した判別関数の分布の漸近展開についての考察を行う．なお，第４節では第２節と第３節で

導出された結果についての数値実験を行っており，付録にて判別関数と漸近展開についての説明を行っ

ている．

誤判別確率の漸近展開

これまでの研究

標本線形判別関数 や最大尤度法 ，そして標本２次判別関数 は

そのシンプルな形と正規性の下での最適性の為，判別分析において広く使われている．しかしながら，

その分布の正確な表現は扱うにはとても複雑なものなので，その代わりに漸近的な近似がよく使われて

いる．

母集団からの標本数 が十分大きい場合について， では， に関して

の項までの漸近展開が

という形で求められている．但し，

であるとする．又， では， に関して の項までの漸近展開が

という形で求められている．但し，



であるとする．更に， では， と に関しての の項まで

の誤判別確率の漸近展開が求められている．但し， は に依存する 次の

を表しているものとする．これらの式の正確さは，母集団の次元 と母集団間の 距離

（ ）に依存している為，高次元の仮定の下では近似が悪くなってしまうこ

とが知られている．それゆえに，高次元大標本における漸近展開式についての考察が必要になる．

次元と標本数が共に大きくなると仮定した時の判別関数の分布や誤判別確率の漸近近似についてもこ

れまでに様々な研究がなされている． に関しては， により を仮定した時

の誤判別確率についての漸近展開が導出されている．又， では， の時の

についての幾つかの近似の精度を比較し， の近似が彼らの論文で調べたパラメー

ターの組み合わせではもっとも精度が良いことが示されている． では， にお

ける誤判別確率の極限分布を，独立だが同一分布に従わない確率変数の和に関する形式的な

展開を用いて

という形で導出している．但し， であり， で あるとする．

では， や を含むクラス

について，分布や誤判別確率の極限分布を求めている．この は， 式の で ，

としたものであることに注意する．彼らにより導出された誤判別確率の極限分布は，

という形で表されている．但し，

であるとする．数値実験によって，この近似 が次元の小さいところでも良い近似をしていること

が示されている．ここで， と における の結果が同じではないことに注意する．

現在， において， に関する誤判別確率の漸近展開が

という形で導出されている．但し，



であり， は の項であるとする．ここで， は に依存する 次の を表

している．又，この結果を用いて， までの不偏推定量も求められている．なお，これまでに述べた

高次元大標本における極限分布や漸近展開の近似の精度は全て母集団間の 距離に依存し

ている．

ところで，ここでは特に触れないが，標本２次判別関数 についても現在いくつかの研究がな

されている．分散 が であるという条件の下では， において，極

限分布に非心 分布を用いた漸近展開式が大標本の仮定の下で得られている．そして，分散に全く条

件を仮定しないときの分布の漸近展開については， により， の

項までの誤判別確率の漸近展開式が，高次元大標本の仮定の下で，独立だが同一分布に従わない確率変

数の和に関する形式的な 展開を用いて導出されている．

判別関数のクラスにおける誤判別確率の漸近展開

式の統計量 の誤判別確率の漸近展開式を求める手順は以下の通りである．まず始めに，統計

量 を標準正規分布と 分布に従ういくつかの確率変数の関数の形に分解する．次に，分解した統計

量 を標準化し，その標準化した統計量 の特性関数を求める．求めた特性関数を反転すれば分布関

数が得られるので，そこから統計量 の誤判別確率の漸近展開式を求めることができる．

観測量 が に属している時には， のときに導出される結果において を

と入れ替えればよいので，以下， の場合のみを考えることにする．

での手法と同様に，統計量 を標準正規分布と 分布に従ういくつかの

確率変数の関数の形に分解すると，統計量 は

という形で表すことが出来る．但し，



であるとする．ここで， と はそれぞれ独立であることに留意する．

今回，統計量 の分布の漸近展開を高次元大標本の仮定の下で導出したいので，次元 と標本数

が同じ であると仮定する．漸近展開の計算を分かりやすくする為に，上のパラメーターについて

と置く．但し， は次元 と標本数 のどちらかを取るパラメーターであるとし， で ， ，

， であることに注意する．この時，

と置くと， は で漸近的に標準正規分布に従う．この を用いることにより， の ，

， はそれぞれ，

のように，（一部漸近的に）標準正規分布に従う確率変数で表すことができる．但し， ，

であるとする．従って， 式の統計量 は

のように分解することができる．但し，



であり， と はそれぞれ と の項であるとする． 式を用いると，統計量 は

と標準化できる．これより， の特性関数は

と展開できる．この式の期待値を の密度関数

と の密度関数

を用いて計算すると，結局， の特性関数は

と表される．但し，



であるとする．これを反転することにより以下の定理が導出される．

定理

統計量 の分布関数は漸近的に

と展開できる．但し， は 次の 多項式

であり， は に依存する 次の であるとする．

定理 より，判別関数のクラス についての誤判別確率は次のように表すことができる．

定理

判別関数 の誤判別確率は漸近的に

で与えられる．

の第 項は， としたとき， の結果と同

じものとなる．又， で考えると，定理 の結果は における結果と

同じものである．

なお，展開の妥当性に関しては，統計量 が正規分布と 分布を用いた形で表されているので，

より問題なく導出することができる．



漸近展開式を用いた応用

第 節では，第 節で導出した判別関数のクラスにおける誤判別確率の漸近展開式 を用いた

応用について議論する． 節では誤判別確率の推定と 修正について， 節では最適な判別関数

について，そして 節では 化した判別関数の分布の漸近展開について議論している．

誤判別確率の推定と 修正

定理 の誤判別確率の展開式 には，母集団パラメーター と から成るパラメーター

が含まれているが，多くの場合 は未知である為， の代わりにその推定量を用いて誤判別確率の

計算を行っている． に含まれる母集団パラメーターをその不偏推定量で置き換えたパラメーター

について，その期待値の計算結果より， を

で推定することにする（ここで，高次元大標本の仮定を置いていることに注意する）．しかしながら，

式をそのまま誤判別確率の漸近展開式 に代入すると，結果として導出される誤判別確率の

推定値には のバイアスが含まれてしまう．そこで，幾つかの修正が必要になってくる．

定理 より，誤判別確率の漸近展開式は

と表すことができる．但し， であるとする．これより，

での計算方法と同様に，

という誤判別確率の推定値を考える．但し， であり， は の を持つ項であるとす

る． の までの漸近不偏推定量を構築する為には， のバイアスの が になるよ

うに を定義する必要がある． のバイアスは， を正確な誤判別確率を表すものと

して，

と計算することができる． 節で行った統計量 の特性関数を計算するときの手法と同様に計算する

ことにより次の補題を得る．

補題

の分解と の 展開により， は



と展開される．但し，

であるとする．

定理 と補題 より， 式は

と計算することができる．もし であれば， のバイアスの は

となり，

と定義される誤判別確率の推定量は の項まで漸近的に不偏な推定量となる．

最適な判別関数

を，観測値 が母集団 に属するときの事前確率と誤判別による損失との積を表しているものと

する．この時，判別ルールにおける は， を誤判別時の損失 と事前確率 との積として

と定義される．一般に， 式の値が小さければ小さいほど『良い』判別ルールであると考えられて

いる．この節の目的は，誤判別確率の漸近展開式 を用いて 式を最小にする係数 と を見

つけることにより， 式で与えられるクラス内での最適な判別ルールを見つけることである．

大標本のみを仮定した漸近展開においては， により同様の議論が行わ

れ，判別ルールに関する を最小にする の形と，幾つかの判別基準についての最適な

ルールが導出されている．その結果では，次元 を固定し， の場合， では が

最適なものと一致している．

式で表された誤判別確率の漸近展開式を係数 と の関数の形で表すと



となる．但し，

であるとする． 式の を と置き換えることにより， も

と表すことができる．但し， は ， ， ， より構成されるパラメーターであり， は の

と を入れ替えたものであることに注意する． 式と 式を 用いることにより， 式

を漸近的に最小にする係数 と を導出することができる．しかしながら， 式と 式の複雑

さより，係数 と を直接得るのは難しい．そこで，まず始めに 式の先導項

を最小にすることを考えたい．すると，

という係数 と の関係式を得ることができる．この関係式を基にして， 式と 式の の

項を無視して計算することにより， 式のクラス内で最適な判別ルールを形成する係数 と につ

いて以下の定理を得ることができる．

定理

式の条件の元で， のクラス内での最適な判別ルールは係数 の下

で形成される．但し，



であり， は標準正規分布の密度関数を表しているものとする．

定理 内の係数 と には未知パラメーター が含まれている．そこで， を

式の で推定することにする．

化した判別関数の漸近展開

判別関数を，その極限分布の平均値と分散の推定量で『標準化』したとき，その統計量は“

化した判別関数”と呼ばれる． は，大標本の仮定の下で， の 化し

た判別関数

の分布の漸近展開を の項まで求めている．又， については，

において， 化した判別関数

の分布の大標本における漸近展開式が の項まで求められている．但し， と はそれぞれ

と の式を表し， は標本 距離 を表している

ものとする．今節では， 節で導出した判別関数のクラスにおける極限分布での平均 と分散

の， 式で表される の推定量 を用いて導出した推定量で 式の統計量 を 化

し，誤判別確率の漸近展開式を導出した時に用いた計算方法を応用してその分布の漸近展開式を導出

する．なお， 化した判別関数の分布の漸近展開を求める利点としては，指定された に対し，

となるような を未知母数 ではなくその推定量を

用いて与えることができるという点が挙げられる．

以下， 節と同様に， の時のみについて考える．この時，統計量 の 化した判別

関数は，極限分布の平均 と分散 の， を で推定した推定量を用いて

と表される．但し，



であり， と は と の を に置き換えたものであるとする．

統計量 の分布の漸近展開についての計算方法は， を分解して と にあてはめる

他は 節で行った の分布の漸近展開を導出する方法と同様である．その結果， は

のように分解することができる．但し，

であるとする．従って， の特性関数は

と表すことができるので，この期待値を 節と同様に計算し，反転することにより以下の定理が導出

される．

定理

統計量 の分布は漸近的に

と表される．但し，



であるとする．

なお， の時の 化した統計量

但し， と は と の を としたものであるが，

この分布の漸近展開については， の結果で を とすればよい．

なお， と は判別関数のクラス を 化したものなので，導出した漸近展開式

を利用して， の値を指定した上で の値を最小にする係数 と を求めることもできるだ

ろう．



この節では，これまでに導出した結果について数値的に考察する． 節では， 節で導出した漸近

展開式 について，次元と標本数が有限の場合にきちんと近似されているかどうかを， 節で導

出した 修正の結果と合わせて考察する． 節では， 節で導出した『最適な』判別ルールが本

当に判別ルールを改良しているのかどうかを数値的に考察する．

誤判別確率の漸近展開に関する

パラメーターの値を

と置く．この値を用いて初期標本を作製し， 式を用いて と の場合での誤判別確率

のシミュレーション値を算出する．又，上記のパラメーターを導出した誤判別確率の漸近展開式

に当てはめて誤判別確率の漸近近似値を算出し，シミュレーション値と比較した．更に，漸近展開式内

にある母集団パラメーターに初期標本から作成した推定値を代入して得た結果と，漸近展開式を利用し

て導出した漸近不偏推定量における結果も算出している．それに加えて，大標本のみを仮定した場合の

漸近展開式である と の結果での値も算出し，比

較対象としている．

導出された結果は表１で示されている．但し，

はそれぞれ次のような意味である．

法によって推定された誤判別確率．

によって導出された漸近近似．

によって導出された漸近近似．

より導出された漸近展開による値．

を で置き換えて作成された の推定量の期待値．

誤判別確率の漸近不偏推定量の期待値．



表 のシミュレーション値（ ， ）

によるシミュレーションの値について，標準偏差はどれも 未満であった．

表１より， と の比が小さい時には や の近似が良いが， と の比が に近い時には，

漸近近似の正確さを に依存している や は近似が悪く，次元と標本数が共に大きくなると仮

定した漸近展開の近似が良いことが見て取れる．又，漸近展開式における推定量に関しては， の値が

小さいところでは漸近不偏推定量の近似が良いことが見て取れる． の値が大きくなるとその近似はあ

まり良くないが，その理由としては，導出した漸近展開式 の近似の良さが に依存しているか

らであろうと推測される．（図１参照）

最適な判別ルールに関する考察

節と同様に，平均ベクトルと共分散行列について，一般性の損失なしに ，

と仮定できる．この時，パラメーターを



図 における数値実験結果の差による比較（ ， ）

と置き，それぞれのパラメーター毎に ， ，そして 節で導出した最適化ルール（

と呼ぶことにする）の を 法を用いて計算した（但し， の場合は

のときには使わなかった）．

導出された結果は表２，３で示されている． によるシミュレーションの値について，標

準偏差はどれも 未満であった．

これらの表において， のときには， の は や よりも低く，判別

ルールが改良されていることが分かる．一方， で のときには， や の方

が よりも良い判別ルールであると示されている部分もある． のときも， のと

きと同様の傾向を示している． が大きいところで判別ルールが改良されない理由は， 節で考察し

たように，導出した漸近展開式 の近似の良さが に依存しているからであろう．なお，表４に

おいて， の値と における係数 の値を示しておく（ についてはいつも

である）．



表 三つの判別ルールにおける の値（ ）

表 三つの判別ルールにおける の値（ ）

付録

判別分析

判別分析の基礎理論

判別分析とは，ある個体 が 個の母集団 のうち，どれか１つに属する事は分かってい

るがどの母集団に属するかが分からないときに，その個体の特性値 に基づいて，どの

母集団に属するかをできるだけ高い成功率をもって判定する方法を見つけるという問題を扱っている．

個体 が に所属するときの の確率分布（測度）を とするとき， は

互いに異なるものであるとする．

個体の判別方法は 次元空間 を互いに素な 個の部分集合 に分割する分割の仕方によっ

て決まる． の分割 が与えられたとき，個体 は ならば であると判別され



表 係数 と における の値

る．以下，分割 とそれによって決まる判別方法 を同一視して と表すこと

にする．個体 が に属するのに，誤って に判別したときの損失を と表す ．

個体が に属する事前確率（先見確率）を とするとき，判別方法 による判別の

期待損失は，

と表される． を最小にする判別方法 はベイズルール（ ）と呼ばれて

いる． を個体 が に属するときの確率密度関数（離散型のときは確率関数）とすると，ベイ

ズルールは，

によって与えられる．

事前確率 が未知の場合には期待損失 は計算できない．この場合にはミニマックス判別法

（ ）がよく用いられる．個体が に属するという条件の下での判別方法

による条件付期待損失は，

と表される．判別方法 と に対して，

であり，少なくとも一つの不等号が「 」であるとき， は より優れているという．ある判別方法

に対して より優れた判別方法が存在しないとき， は許容的であるという．この許容的判別法の集合

の中から一つを選択する為の基準として， 個の条件付期待損失の最大値 が

あるが，この基準が最小である判別法をミニマックス判別法と呼ぶ． に対するベ



イズルールは許容的であり，ベイズルールの中で を満たすものはミニマックスで

ある事が知られている．

又，多母集団の場合には，個体 が 個の母集団 において観測されてい

るとき，その母集団間の差異をできるだけ少数個の正準判別変量と呼ばれる の１次関数の組で説明す

る事を目的とする正準判別分析と呼ばれる方法もある．

２つの正規母集団に対する判別

の時，期待損失 は

という形で表される． を，個体 が母集団 に属するときの確率密度関数とすると， 式

を最小にする方法（ベイズルール）は

と表される．但し， は誤判別による損失との比率および事前確率によって決まる定数（ ）

であるとする．母集団 が平均ベクトル ，分散共分散行列 の 次元正規分布

であるとき， の不等式は，

と同等である．但し，

であるとする． の判別関数は２次判別関数（ ）と呼ばれている．

更に， である場合には， は

と同等なものになる．但し，

であるとする． の判別関数は線形判別関数（ ）と呼ばれている．

平均ベクトル と分散共分散行列 が既知の場合はこれでよいが，大抵の一般的なデータではこれ

らは未知である．そこで，各母集団から得られた標本（初期標本）に基づく推定量 及び

を用いた判別関数



あるいは， が予想される場合には の推定量 を用いた

を最適な判別関数の代用とする．これらの判別関数による判別方法はプラグインルール（ ）

と呼ばれている．母集団 からの大きさ の初期標本に基づいて，標本平均ベクトル と

標本分散共分散行列 を

のように定義する．未知母数の推定量としてこれらを用いると， は

と表される．これは標本２次判別関数（ ）と呼ばれている．又，

と，共通の分散共分散行列 の不偏推定量

を用いると， は

と表され， 統計量（ ）あるいは標本線形判別関数（ ）と

呼ばれている．

しかしながら，上の議論により導出されたプラグインルールは，母集団パラメーターが既知であると

して導出されたルールにその推定値を代入することにより推定を考えている為，ベイズルールの推定と

しては最適とはいえない．そこで，ベイズルールの別の推定方法を考えてみることにする．その方法と

して，仮説 を対立仮説 に対して検定を行うときの尤度比に基づいて判別関数

を作成する方法が挙げられる． と仮定したとき，この方法は，

として

という形で表される．但し， であるとする．このような判別法は尤度比法（

）と呼ばれている．特に， のときの判別法



は最尤法（ ）或いは 統計量（ ）と呼ばれている．この を具体的に

表すと

あるいは の代わりに を用いて，

という形になる． のとき， は の定数倍となり，この２つの判別法は同値とな

る．なお， のときの尤度比法は，

と置いたとき

と表される．この条件での最尤法は で のときである．

漸近展開

漸近展開の基礎理論

大きさ の標本 が有るとき，推定や検定などの統計的推測はこれらの標本から計算され

る統計量 に基づいて行われる．この時，推定における推定誤差の評価や検定にお

ける有意点の計算等，推定方式を評価する為には の（標本）分布を知る必要がある．しかしながら，

統計量 自体が複雑な場合には， の分布を性格に求めることが困難であることも少なくない．とこ

ろが，このような場合でも，標本数 を大きくしていくと，統計量の分布が正規分布や 分布などと

いった標準的な分布に近づいていく場合がしばしばある．この場合，標本数 が十分大きいときには，

統計量 の分布を とした極限の分布で近似することができる．これが大標本論の基礎である

が，大標本論で与えられる第１次近似，すなわち極限の分布のみでは近似が満足のいかないものである

ことも多い．そこで，近似を良くする為に更に高次元の近似を求めようとするのが漸近展開の考え方で

ある．

漸近展開において注意すべきことは，漸近展開は理論的には標本数 が十分大きなときに収束を改善

する手法であり， が小さいところでは漸近展開によって近似が改良されるとは限らないという事であ

る．しかしながら経験的に，漸近展開はさまざまな状況下で有効であることが分かっている．



ある数列 を， のときには となり， であるような

列の基底集合であるとする．例として，

などが挙げられる．任意の列 に対し としたとき，ある自然数 を固定し，あるふさわし

い定数 について，

特に，

とできる列 が存在すると仮定する．このとき， を としたときの先導項

を持つ の漸近展開 という．又，任意の関数 についても，上

で を ， を と置き換えれば似たような定義が適用でき，

と表す事ができる．これを先導項 を持つ の漸近展開という．

最近では，近似を考える際に， 法などといった計算機を用いてノンパラメトリック法の枠

組みの中で近似を計算するといった方法もとられているが，漸近展開の利点には以下のことが挙げられ

る．まず，漸近展開は式の形で表されているので，一度計算しておくと様々に応用が利く点が挙げられ

る．又，式を見て傾向等が把握できる点も魅力的であろう．

なお，漸近展開の研究には，次の３つの視点がある．一つは，漸近展開をいかにして求めるかであ

る．漸近展開を求める為にこれまで色々な方法が考えられている．どのような方法があるかについては

後に述べる．二つめは，誤差項 が本当にこれくらい小さくなるかという問題である．これは

誤差項の評価（ ）といわれている．後に述べる 展開については，

にて が成り立つ条件について述べられている．三つめは，その誤差項をもっと

精密に評価する問題である．これは などによって研究されている．

漸近展開の方法

漸近展開の展開方法には次のようなものがある．

部分積分を用いた方法．

標準正規分布を例にとって説明する．標準正規分布の分布関数 について，



とする．すると， は が十分大きいとき

と式変形できる．これを繰り返すと，

という式を得る．この式を の項で止めたとき，剰余項は となる事が簡単に示さ

れる．

展開を用いた方法．

関数 が，

という形で表されているとき， の最小値をとる が 内にあり，かつ

ならば， は

という形に展開できる．さらに次の項まで展開すると，

という形になる．但し，

であるとする．この展開は の定理の導出に使われている．

級数の総和を用いた方法．

と をそれぞれ

と定義する．但し， と は となる整数で， は の 級の関数であるとする．こ

のとき， が，

だけ異なる事を用いて展開を考える．但し， は に依存している積分であるとする．こ

れは としたときの漸近展開の形ではないのだが，利用方法を工夫すれば漸近展開の一方

法とする事ができる．



級数の反転を用いた方法．

を， としたときに先導項が であり，かつ の項の展開式を持つものと

し，そしてこのとき，方程式 の解が知られているものとする．方程式

を解く為に， を

と置き の漸近展開に代入すれば， が求まり， の近似式ができる．こ

れは 展開のように分布の分点を計算するときによく使われる．

直接に，あるいは をとってから漸近展開をする方法．

（もしできるなら）モーメント母関数や特性関数の展開を得てから項別積分により反転する方法．

確率変数による漸近展開を用いた導出法．

確率変数の列 を，連続な確率変数で

とできるものであると定義する．但し， は に従属しない分布を持つ確率変数であ

るとする．このとき， の密度関数は の同時分布から積分と 展開など

を用いて展開する事ができる．例えば， のときは，

と表される．但し， は の密度関数， は の同時密度関数，

は の同時密度関数で， はそれぞれ，

を表しているものとする．

展開による方法．

を平均が ，分散が である独立同一分布に従う確率変数で， 次キュミュラン



ト を持っているものと仮定する．又，標準化されたキュミュラントを と表す事に

する．この確率変数の和 を と定義し，その標準化を

と表すと， のキュミュラント母関数 は，

と表される． のモーメント母関数は となるので，

と表される．ここで， の特性関数 が 条件

を満たすと仮定する．この仮定により， のモーメント母関数は を損なわずに反転

を行う事ができる．よって， の確率密度関数について以下の展開を得る．

但し， は標準正規分布の確率密度関数であり， は 次の 多項式であるとする．

このような展開を独立和の 展開という．なお，同じ仮定の下での分布関数についての

展開は

と表される．

展開（ 展開）による方法．

展開では， を仮定したとき

となり，標準正規分布との誤差は となる．しかし， の近傍で考えたとき，

であるので となり，標準正規分布との誤差は となる．そこで，誤差を

良くする為に， をそれぞれ独立に確率密度関数 に従う確率変数とし，その

平均が ，分散が であるとする．又， と をそれぞれ のキュミュラント母関数と

モーメント母関数であるとする． を例えば指数分布族



と関わらせて考える．このとき， となっている． を独立に確率密度関

数 に従う確率変数とし，その和を で表す．ここで， は の和を表

している． と置く． を の確率密度関数とすると， の独立

性によりこれは の確率密度関数 を用いて表す事ができ，

となる．これを，

と変形し， の展開を の展開から求める． について を標準化すると， と

展開 での との関係は，

と表される．ここで， が についての分布 の『中心』にあるように，すなわち，

を満たすように をとる．これは によって定義される．こうすると， の

展開は で としたときと同じものになるので，平均で評価された

級数から， は

と表される．よって， は

と表される．このような展開を 展開（ 展開）という．

展開

統計量の分布の漸近展開を利用して，その統計量のパーセント点を求めることを考える．例え

ば，統計量 の分布関数 が で標準正規分布 に従うとする．すなわち，全

ての に対して

であるとする．このとき，分布関数 ， の上側 点をそれぞれ ， とすると

となる．この方程式を満たす解 が求まれば， の上側 点が の上側 点 を用い

て求められたことになる．



統計量 の特性関数 が

と展開されるとする．このとき，適当な正則条件の下で

と表すことができる．但し，

であり， は 次の 多項式であるとする．この展開式に

を代入して， となる ， を決定することができ，

となる．

このように漸近展開には色々な方法が存在する．
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